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提 要
首先对完备随机内积模上的几乎处处有界的随机线性泛函建立 了 凡es z 表示定理 , 该定理不
仅表明每个完备随机内积模都是随机 自共扼的而且也改进了文 【l] 的主要结果 ; 然后 , 作为 Ri es z
表示定理 的应用 , 还证明了如下基本定理 : 设 (。 , 。 , 司 为任一概率空间 , (H , (· , · ) ) 为任一不可
分的 H il b er t 空间 , 那么任一弱随机元 V : n 一 H 必弱等价于某个强可测的随机元 V : O 一 H .
关锐词 完备的随机 内积模 , 随机线性泛函 , Ri es z 表示定理 , 弱等价性定理
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牡 . 引 言 及 预 备
文 ! l] 就定义在完备强随机内积空间中的具有闭值域的几乎处处 (简记为 .a s . ) 有界的
随机线性泛函数首次考虑 Ri es z 表示型定理 . 本文证明 Ri es z 表示定理仅在完备随机 内积
模上成立且在完备随机内积模上不必首先要求所要表示的 .a o . 有界的随机线性泛函的值
域为闭 . 同时本文结论表明了值域为闭虽不为 凡 es z 表示定理的条件但它确是 形es z 表示
定理的直接推论 , 尤其本文的 形 es z 表示定理也蕴涵了每一完备的随机内积模必为随机 自
共扼 . 作为本文的 Ri es z 表示定理的应用 , 给出了不可分 H il b er t 空间中弱随机元及强可
测随机元的弱等价性定理 .
本文 K 表示实数域 R 或复数域 C , K 二 R = [一 oc , + oc ]或 C = C U { oc } ; (几 , 。 , 司-
表示一给定的概率空间 ; 瓜几, K ) 表示所有定义在 (。 , 。 , 。 ) 上的兀 值随机变量的等价类
所成的集合 , 其中 .a s . 相等 的随机变量构成一个等价类 ,
石价 , 兀 ) = {若任 艺价 , 兀川石(。 ) l < + oc a . s . } , 石+ (几 ) = {若任 五价 , 几 ) 1石(。 全 0 a . s . } :
对 几 中的子集 A , I A 表 A 的特征函数 , Al 表示 A 在 几 中的补集 ; (L (几 , R ) , 认A ) 表示
瓜几 ,卿 中元在 。 . 5 . 点式序 “夕 , 之下所成的完备格 [’] .
关于随机赋范空间 (简记为 R N 一 空间 ) 的定义及 R N 一 空间上的拓扑结构 , 尤其 R N -
空间上的连续及 .a s . 有界的随机线性泛函等概念同文 {;s] 关于随机赋范模 (简记为 R N -
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模 )概念 同 ] e [;关于随机 内积空间概念 同v ] [, 关于强 R N 一 空间及强随机 内积空间等概念
见 【1 , ;s] 本文中所说的随机元均指 0 . H na 亏sl] 意义上的随机元 .
定义 L l 设 (B 川 · }}) 为数域 K 上的 B na ac h 空间 , B * 为 B 的共扼空间 , 映象
V : (几 , 。 , 、 ) 分 (B , }} · }!) 被称为 : ( 1 ) 弱随机元 , 如果 V f 〔 B * , 均有 f o V : (。 , , , 。 ) 。 K
为随机元 ; ( 2 ) 强可测随机元 , 若 V 为值域为可分的随机元 . 若 Vl , 巧 : ( n , a ,司 。 B 为
弱随机元 , 称它们为弱等价的 , 若 碱 {。 E n } ( f o VI ) (司 = (f 。 岭 ) (。 ) } ) = 1 , V了任 B * ; 若
Vl
, 巧 为强可测随机元且 可 {。 任 。 }Vl (句 二 巧 (。 ) } ) = 1 , 则称它们为等价的 .
定义 L Z 称有序三元组 (S , 二 , *) 为数域 K 上以 (O , , , 司 为基的随机内积模 (简记
为 R I P- 模 ) , 若映象 x : 5 x s 。 拭 n , K ) 及映象 * : 侧几 , K ) x s 一 S 满足如下公理 :
( )l ( S
, 幻 为数域 K 上以 (几 , 。 , 司 为基的 R l尸一 空间 ;
( 2 ) ( S
,
*) 为代数 侧几 , K ) 上的模 (注意 斌几 , K ) 中的数乘 , 加法及乘法分别 由通常函
数的相应点式运算所诱导 , 从而易验 侧几 , K ) 为域 K 上的代数众
( 3 )瓜 * p , 。 (。 ) = 苟(。 ) ·凡 , 。 (。 ) a . s . , 成 任 L (几, K ) , p , g 〔 S ;
( 4 ) 若 ( 〔 侧几 , K ) 及 。 任 兀 使得 苟(叫 一 。 .a .s , 则必有 七* p = 。 · p , 知 任 .S
注 从上述的 ( 2 ) , ( 3 ) , ( 4 ) 知模运算 “ * , , 是 ( S , x ) 中数乘 “ · , , 运算的 自然扩张 , 因此
当 * 给定时 , 我们可用 “ 刃 既表示数乘又表示模运算 `,*’ , , 同时将 (S , x , *) 简写为 ( S , x) .
另一方面 , 若定义 子 : s o L + (卿 为 凡 一 斌川 一 诺不石, 饰 : 5 . 则 (s , 牙, *) 为一 R N -
模 · 本文中 (S , x , * ) 上 的拓扑结构均指 ( S , 牙, * ) 而言 .
例 1 · 1 设 (H , (· , · ) ) 为数域 K 上的 H il b e r t 空间 , 记 L (几, H ) 为所有定义在 (。 , 。 , 、 )
上取值于 H 的强可测随机元的等价类构成的数域 K 的线性空间 , 定义映象 二 : 双。 , H ) x
L (n
,
H ) 升 L (。 , H ) 为 凡 , 。 (。 ) = z (p , g ) (。 ) = P( (。 ) , g (。 )) , 饰 , g 〔 L 价 , H ) , 。 任 几; 映象
* : L 价 , K ) x L 牌 , H ) 。 L ( fl , H ) 被定义为 : 成 任 L 价 , K ) , p 任 L 价 , H ) ,
(“ · , (。 , 一
{
苟(。 ) o p (。 ), 当 I( (。 ) ! < + oc 时 ;
e
, 否则 .
(其中 a 为 H 中零元 ) , 则 (拭几, H ) , x , * ) 为 K 上以 (。 , 。 , 动 为基的完备 R l p 一 模 . 类似地
双 n ,州 构成一类较简单的完备 R l尸一 模 . 同时依 R N 一 空间上拓扑结构 sl] 易验 侧几, K )
为一拓扑代数 0I] , 且 侧几 , H ) 及 侧。 , K ) 甚至域 K 上以 (。 , 。 , 司 为基的任一 R N 一 模都为
拓扑代数 侧几 , K ) 上的拓扑模 .
命题 1 . 1 16 , 定理 “ ` ] 设 ( s , 二 , * ) 为 兀 上以 (n , 。 , 二 ) 为基 的强 几万一 空间 (定义见 [5 ]) ,
那么任一 .a s . 有界 的随机线性泛函 f : S 一 侧几 , K ) 都为拓扑模意义下的同态的充要条件
为 (S , 二 , * ) 为一 R N 一 模 .
写2 . 主 要 结 果 及 其 证 明
命题 .2 1 设 ( S , x) 为任一完备的 R l p 一 模 , M c s 为任一子空间 , 那么 M 在 S
中存在正交补 (定义见 【)l] 的充要条件为 M 为一闭的子模 .
证 本命题尽管在 【l , 定理 L 3」中是就强 R l尸一 空间给出的 , 但 1l[ 中定理 1 . 3 的证
明过程却使用 了本质上是 R l尸一 模才具备的条件 , 在 R l尸一 模 中文 【l] 中定理 1 . 3 的证明
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方法依然有效 .
定理 2. 1设 (S , x) 为数域 K 上 以 (几 , a , 司 为基 的完备 R l尸一 模 · 那么对任一 .a .s
有界的随机线性泛函 f : S 一 双几, K ) 必存在唯一 q 〔 S 使得 f (川 = 凡 , 。 , VP 〔 s , 且
拼 = 心 ·
证 记 R a n了= { f (川 } p E S } , N ( )f = {p 〔 S } f沙) 二 码. 那么从 S 为 R l尸一 模易
验 {l f (川1, 任 s } 为 侧几 , R ) 中的定向集 , 记该集在 Z (几, R ) 中的上确界为 石, 从而由 [’]
中结果知 : 存在 {p丹 c s 使得 《 哟 = .a s一 hm 以(p 。 ) }(司 且 { }f (p。 ) }} 单调非降 · 记
B = {。 任 几 }苟(、 ) > 0 } , B ` = {。 任 几 I lf (p ` ) I(。 ) > 0 } , V 自然数 云, 那么 B , B ` 〔 。 而且
坛 1 (。 ) 三坛 2 (。 ) 三… 三 坛 t 一 l (山 )三 坛。 (。 ) 三几 。 + : (。 ) 兰 … 三几 (。 ) a · s · ,
且 几 (。 ) = a · s一 l im 几 。 (。 ) . 不失一般性 , 可设 B = U B 。 且 B 。 〔 B 。 + 1 , V n 任 N , 那几一 C旧 n = 1







由于 ! f (p ` ) (。 ) }> o 饰 〔 A ` , 我们有 f (, ` ) = 几 ` , V葱任 N , 其中 。、
二 必(` 并 )j
= 么 ·几 而
枷卜 {户 , 冀之阻岭
如果 可B ) = 0 , 那么 q = 0 满足定理要求 . 若 可B ) > 0 , 那么 R na f 拼 { 0} , 对这种情
况 , 可设 可人 ) > 0 , 城 〔 N . 从命题 L l 知 N ()f 为闭子模 , 又由命题 2 . 1 知 : 对任意 自然
数 乞存在唯一 互、 〔 N ( f广 (N (f )的正交补 ) 使得 。` 一 互` 任 N ( f ) , 从而 f仿、 ) = f (、 ` ) = 几` ,
所以
f[ 八` · p 一 八 ` f (川吸」= 瓜 、 f (川 一瓜 ` · f沙) · 几 、 二 0,
这表明 ` ([几 : · p 一 八 ` · f (句 可月,瓜 ) = .0 即 几 . f (川 ·嵘 二 几` · 凡 ,、 ` , 如 〔 .S 由于
If P( ) l(
` ) 三 X夕(` ) · 凡 (` ) a · s · , VP 任 S , 从而 瓜` = f (。` ) = f 值、 ) 三 X 雳· 踢` , V艺〔 N · 因此
存在 几` 任 a 且 二 (几` ) = 1 使得
几` n A 、 C {山 〔 几 }溉: (。 ) > 0 } n 几` , V乞〔 N ·
那么 几 ` · f (川 二 凡 , 时 , 饰 〔 S , ` 任 N , 其中 叮 = C · 吼 , 城 任 N , C : (几, 。 , 动 一 R + 被定
义为 :
; : (、 ) 一
(
几“ ? , `谕 , “ 属、 田` , > 0时 ` 、v` · 、 ).
LO
, 否则 ·
置 嵘 二 艺公 , V。 〔 N . 注意 坛 · f (川
云= 1
= 了(川 , 如 〔 S , 且 几 二 hm 几 。 (处处收敛 )
便知如下 的依测度 二 收敛关系成立
f (尹) = lim [几 。 · f (p ) ] = hm f V x _
。 . 、
n一 oc 、 ` ~ “ r街 /云= 1
= l im X
们 。 。 .
几一仪 : 尸 , , 牲
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几 +, 刀由 Lt ( {。 〔 n I X 。且+ _ 一 。: (` )
知 {嵘} 为 S 中 C a u c勿 列 .
> 好 ) 丛 E






V : > 0
,
m
, 二 〔 N , 及 又 。 (A 、 ) 三 1 易
艺= 1
由 s 的完备性 , 存在 q 任 s 使 {q只} 收敛于 q , 故 f (川 =
衷思凡嵘 一凡 , 。 , VP 任 (s 这最后一等式由随机 内积 念 的连续性保证 · )
至于 X ; 丛 X 。 , 从 !7 , 定理 2 ] 知 }f (句 (l司 三凡 · X , , VP 任 s , 因此 X子三 X 。 · 另一方
面 , 设
A = {` 任 几 I X 。 (田 ) > 0 } , D = {` 〔 。 } X笋(山 ) · X 。 (。 ) 七 }f (、 ) 1(国 ) } ·
那么 。 (D ) = 1 且
X声(。 ) · 戈。 (、 ) 全 }f (。 ) I(公 ) 一 X 。 , 。 (。 ) 一 戈了(山 ) > 0 , 钩 。 D 自A ·
这表明 X ; (甸 全 X 。 (哟 , V山 任 D n .A 由 可D n A ) = 诚A ) 且
X声(田 ) · 几 , (` ) 全 0 = 几 , (。 ) · X 。 (。 ) a · s 二
故
X 笋= 几 · X声+ 助 · X声全几 · X 。 + 几 , · X 。 = X 。 .
结合两方不等式知 X 笋= X 。 · 最后 q 的唯一性是显然的 ·
定理 .2 2 设 (H , ( · , · ) 是数域 K 任一不可分的 Hi lb er t 空间 . 那么对任一弱随机元
V : (几 , 。 , 司 、 H 必弱等价于某个强可测随机元 V : (几, 。 , 司 一 H , 且 V 在等价意义下是
唯一的 .
证 v 诱导了 侧几, H ) 上的一个 .a s . 处处有界的随机线性泛函 了 : 侧几, H ) 斗
侧n , K ) 如下 : f (功 (司 = 伽(哟 , V (。 ) ) , VP 〔 H . 由 侧几 , H ) 为完备 R l尸一 模及定理
2
.
1 知 , 存在 V 任 L牌 , H ) 使得 P( (。 ) , V (。 ) ) = P( (。 )V 恤 ) ) a . s . , VP 〔 L价 , H ) , 特别地由
H c L (几 , H ) 知 。 ( {、 任 几 } (h , V (。 ) ) = (h , V (。 ) ) } ) = 1 , V h 任 H .
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